
Аг р о ф и з и к а  2014 № 4(16) 

 1 

Физика, биофизика и экология почв 

УДК 631. 436 

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ПЕРЕНОСА ТЕПЛА В ПОЧВЕ 

Ф. Д. Микайылoв
1
, Е. В. Шеин

2 

1
Сельскохозяйственный факультет университета «Ыгдыр», кафедра почвоведения и 

питания растений, 76000, Суверен Кампус, Ыгдыр, Турция 

e-mail: farizmikayilov@gmail.com 
2
Факультет почвоведения МГУ имени М. В. Ломоносова, 119991, Москва, Ленинские горы 

e-mail: evgeny.shein@gmail.com 

Поступила в редакцию 07 ноября 2014 г., принята к печати 11 декабря 2014 г. 

В работе представлены точечные и среднеинтегральные аналитические решения задачи теплопе-

реноса в почве конечной и полубесконечной толщины при граничных условиях первого рода с 

бесконечной гармоникой на поверхности почвы. Разработаны методики определения коэффициен-

та температуропроводности по точечному и среднему значению температуры почв заданной мощ-

ности на основании результатов анализа динамики температуры на одной глубине по восьми су-

точным наблюдениям с интервалом в три часа. Предложенные методы основаны на решении (с 

двумя гармониками на поверхности почвы) обратных задач уравнения теплопереноса. Данные ме-

тоды позволяют оценивать температуропроводность в почве в естественных условиях, что должно 

увеличить адекватность и расширить границы использования математических моделей теплового 

режима почв. 
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ВВЕДЕНИЕ 

При моделировании процессов перено-

са тепла в почве возникает необходимость 

анализа решений уравнения теплопроводно-

сти, поскольку для практических расчетов 

теплового режима могут быть использованы 

приближенные решения, имеющие более 

простой вид и обладающие достаточной точ-

ностью, которые должны полностью соот-

ветствовать физической картине процессов 

распространения тепла в почве. Для этого 

целесообразно проанализировать влияние 

наиболее часто используемых в практике 

упрощений на процесс переноса тепла в поч-

ве, оценить влияние краевых условий, от-

дельных членов и коэффициентов диффе-

ренциальных уравнений, влияние размеров 

области на описываемый процесс. 

Цель данной работы заключается в ис-

следовании влияния граничных условий на 

решение уравнения теплопереноса и разра-

ботке методики определения коэффициента 

температуропроводности почвы, основанной 

на решении обратных задач уравнения теп-

лопереноса. 

Выбор модели теплопереноса в поч-

ве. Известно, что одномерное распростране-

ние тепла в почве описывается классическим 

уравнением теплопроводности, которое (при 

отсутствии фазовых переходов влаги в почве 

и переноса тепла с влагой и при предполо-

жении, что температурные градиенты связа-

ны только с вертикальным переносом тепла) 

имеет следующий вид (Карслоу и Егер, 1964; 

Куртенер, Чудновский, 1979; Чудновский, 

1976; «Теория и методы…», 2007 и др.): 
22

2

T T

t x


 


 
,  / vc  , (1) 

где T(x,t) – температура почвы в точке x в 

момент времени t; к – коэффициент темпера-

туропроводности; λ – коэффициент тепло-

проводности; cν – объемная теплоемкость. 

Идентификация краевых условий. 

Для исследования влияния граничных усло-

вий при моделировании переноса тепла в 

почве необходимо поставить начальные и 

граничные условия. Известно, что влияние 

начального условия практически не сказыва-

ется на распределении температуры почвы в 

момент наблюдения. Если момент времени, 

который интересует исследователей, доста-

точно удален от начального, то имеет смысл 

пренебречь начальными условиями распре-

деления температуры по глубине (принять 

начальную температуру равной по всей ис-

следованной глубине почвы), поскольку их 

влияние на процесс с течением времени 

ослабевает. При периодической постановке 
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задачи (например, суточного или годового 

хода температуры почвы) распределение в 

начальном условии отсутствует (Микайылов, 

Шеин, 2010; Тихонов, Самарский, 1964; 

Чудновский, 1966). По всей видимости, 

наиболее удобной характеристикой, которая 

может фигурировать в качестве граничного 

условия 1-го рода, является динамика темпе-

ратуры деятельной поверхности почвы в ви-

де известной функции времени: 

(0, ) ( )t t  , где функция φ(t) – отражает 

изменения температуры поверхности почвы 

в зависимости от времени. Ее аналитическое 

выражение необходимо определить заранее: 

она может быть определена либо путем 

непосредственных измерений, либо расчет-

ными методами. 

Поскольку в основном суточный (или 

годовой) ход температуры поверхности поч-

вы является синусоидальной функцией вре-

мени, то с целью упрощения представляется 

целесообразным аппроксимировать φ(t) пе-

риодическим тригонометрическим полино-

мом: 

   0

1

0, ( ) cos
m

j j

j

t t j t  


        , (2) 

где Т0 – среднесуточная (или среднегодовая) 

температура деятельной поверхности почвы; 

mчисло гармоники; Тj – амплитуды коле-

баний температуры поверхности почвы; 

02 /     круговая суточная (или годовая) 

частота; τ0 – период (длина) волны, выра-

женный в сутках (или в годах); εj – сдвиги 

фаз, зависящие от начала отсчета времени. 

Из уравнения (2) следует, что при уве-

личении числа слагаемых в (2) приближение 

улучшается. Чем больше гармоник, тем ве-

роятнее получится точное (соответствующее 

реальности) описание T(0,t), но тем сложнее 

вычисление.  

Вместо изменения температуры по-

верхности почвы можно принять условие 

воздействия на поверхность теплозащитных 

укрытий с температурой Тв при среднем зна-

чении коэффициента конвективной теплоот-

дачи α. Тепло, поступающее к поверхности 

почвы от теплозащитных укрытий вслед-

ствие конвекции, распространяется в нем по-

средством теплопроводности. Граничное 

условие для задачи такого типа имеет вид: 

  в(0, ) / 0, Τt x t        , где α – коэф-

фициент конвективного теплообмена; Тв – 

температура воздуха; T(0,t) – температура 

поверхности почвы. 

Определенный интерес представляет 

задание граничных условий на нижней гра-

нице почвенного профиля. Обычно нижнее 

граничное условие задается с учетом того 

факта, что температурные колебания быстро 

затухают с глубиной. Поэтому в качестве 

нижнего граничного условия обычно прини-

мается постоянство температуры на доста-

точно большой глубине. При этом возможны 

два варианта записи граничного условия.  

В первом варианте предполагается, что 

температура почвы становится постоянной 

только при x , т.е. 

  0,t    . (3) 

Во втором варианте температура почвы 

не изменяется, начиная с глубины х≥L, т.е. 

или 

 , / 0L t x   . (4) 

Решение прямой задачи теплопере-

носа в почве. Решение уравнения (1) при 

краевых условиях (2) и (3) в безразмерных 

переменных имеет следующий вид (Карслоу, 

Егер, 1964): 

   

0

1

( , )

, cos ,
m

j j j j

j

y

y b j y b



 


   

    
 

, (5) 

где /y x L , 2/t L  , / 2jb j , 

2 /L    

и 

 , jb y

j j jy b e


   , 

   , ,j j j j jy b y b    , (6) 

 ,j jy b b y  . 

Можно показать, что решение уравне-

ния (1) при граничных условиях (2) и (4) на 

нижней границе также имеет вид (5), где 

функции  ,j jy b  и  ,j y b , в отличие от 

(6), определяются через: 

   , ,j j j j jb y b y   , 

     2 1, , / ,j j j j j jy b y b y b    
 

arctan , (7)
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где 

 
   
   

   

               1 2

cos
, , 2 1 , 2

2 cos 2

cos cos , sin sin

j j

j j j j j j

j j

j j j j j j j j j j

d d
b y d b y q b y

b b

q b y b y q q b y b y q


     



     

ch

ch

ch ch sh sh

 (8) 

и        / 2, / 2z z z zz e e z e e     ch sh  

гиперболический косинус и синус соответ-

ственно.  

Среднеинтегральное решение уравне-

ния (1) при (2) и (3)–(4) имеет вид: 

   

1

0

0

1

( ) ( , )

ˆcos
m

j j j j

j

y dy

b j b

 

 


     

    
 





, (9) 

где  j jb  и  ˆ
j jb  при граничных усло-

виях (2) и (3) определяются через: 

 
   

2

cos

j

j j

j j j b

j

b b
b

b e


   

ch
,  

 
   

   

1 sin cos
ˆ

1 sin cos

j

j

b

j j

j j b

j j

e b b
b

e b b






     
  

     

arctan , (10) 

а при граничных условиях (2) и (4) опреде-

ляются через: 

 
   

   

2 22 sin 2

2 2 cos 2

j j j

j j

j j j

b b
b

b b b

  
 

 
 

sh

ch
, 

 
   
   

sin 2 2
ˆ

sin 2 2

j j

j j

j j

b b
b

b b


 
  

  

sh
arctan

sh
. (11) 

Частные случаи решений (5) и (9) с (7)–

(8) и (10)–(11) представлены в работах (Ми-

кайылов, Шеин, 2010; Тихонов, Самарский, 

1966). 

Решение обратной задачи теплопере-

носа в почве. Если температура поверхно-

сти почвы в течение суток (года) может вы-

ражаться одной гармоникой, то коэффициент 

температуропроводности   можно найти из 

величины уменьшения суточной амплитуды 

температуры с глубиной или по запаздыва-

нию фазы температурной волны на разных 

глубинах (Карслоу, Егер, 1964; Куртенер, 

Чудновский, 1979; Рычёва, 1999; Чуднов-

ский, 1966). Такое определение допускает 

ощутимые погрешности из-за того, что тем-

пература почвы не всегда изменяется строго 

по синусоидальному закону. Введение же 

второй гармоники в (2) приближает ход тем-

пературы деятельной поверхности почвы к 

реальной картине. Используя решение (5) и 

(7) для m=2, можно вывести формулу для 

определения коэффициента температуропро-

водности к для произвольного периода τ0 и 

безразмерной глубины y. Для этого необхо-

димо знать распределение температуры в 

почвенном слое [0,L] для восьми моментов 

времен на расчетном интервале времени τ0. 

Далее, используя решение (5) для m=2, 

   

   

0 1 1 1

2 2 2

( , ) , cos

, cos 2 ,

y y b

y b

  

 

      

  
 (12) 

сначала для произвольной безразмерной 

глубины y и времени 0 /8it i    следует 

написать следующие восемь уравнений: 

   

   

0 1 1 1

2 2 2

, , cos
4

, cos , 1,8
2

iy t y b i

y b i i







 
       

 

 
    

 

, (13) 

так как имеет место 
2

2

0

0

2 2

8 8

i i i

L
j j t j t

L

j i j i

 
 



 



     

      

 

и 
2

8 4
i i i

 
     , 2

2
i i


    

После некоторых преобразований 

уравнений (13) имеем (см. Приложение ни-

же): 

     
4

2 2

4 1 1

1

, , 8 ,i i

i

y t y t y b



      . (14) 

С учетом обозначений (6)–(8) для 

функции  1 1,y b  и  1 1,b y  в равенстве 

(14) имеем следующие выражения, которые 

соответствуют граничным условиям (5) и (6): 

   
1

4
2

4
21

2

1

, ,

8

i i
b yi

y t y t

e




   





. (15) 
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   

   

 

4
2

4

1

2

1

1 1

1 1

, ,

8

2 1 cos 2 1

2 cos(2 )

i i

i

y t y t

b y b y

b b





   




        




ch

ch

 (16) 

Аналогично на основе решения (7) для 

m=2 можно вывести среднеинтегральную 

формулу для определения коэффициента 

температуропроводности   для произволь-

ного периода 0 . 

Сначала решение (7) для двух гармо-

ник, т.е. m=2, преобразуем, а далее анало-

гично выводу уравнений (12) и (13) получа-

ем следующую формулу: 

     
4

2 2

4 1 1

1

8i i

i

t t b



      . (17) 

Функции в правой части уравнений 

(14) и (17), т.е. Ф1(у,b1) и M1(b1), в зависимо-

сти от граничных условий определяются со-

ответственно из (7)–(8) и (10)–(11). 

Существует несколько способов опре-

деления параметра   по выходной кривой 

безразмерной температуры почв T(у,τ) или 

( )  (Герайзаде, 1982; Карслоу, Егер, 1964; 

Куртенер, Чудновский, 1979; Микайылов, 

Шеин, 2010; Рычёва, 1999; Horton, 1982), вы-

раженного по формулам (5) или (7) почвен-

ного профиля. Более подробно данные мето-

ды описаны, например, в работе Микайыло-

ва и Шеина (2010) для случая, когда темпе-

ратура поверхности почвы выражаться од-

ной гармоникой.  

В настоящей работе предлагаются 

определения коэффициента температуропро-

водности почвы  , основанные на решении 

обратных задач уравнения теплопереноса, 

для случая, когда температура поверхности 

почвы в течение суток (года) может выра-

жаться двумя гармониками. 

Для определения коэффициента темпе-

ратуропроводности к с помощью формулы 

(15) и (16)) необходимо знать: T1 – амплиту-

ды колебаний температуры деятельной по-

верхности почвы; τ0 – период (длина ) суточ-

ной (годовой) волны, выраженный в сутках 

или в годах;    *

*, , 1,8iy t i    значения 

температуры почвенного слоя [0,L] на про-

извольной глубине * * /y y x L   для восьми 

моментов времени:  * *

0 / 4 1,8it i i   . 

Например, если 
0 24    часа, то 

3,6,9,...,24t   час. 

С использованием указанных данных 

сначала подсчитываются разни-

цы:    * *

* * 4, ,i iy t y t   
 

 для всех 1,8i  . 

Далее по формуле (15) находится значение 

коэффициента температуропроводности на 

глубине *x x  через формулы: 

 

   

2

**

4 2
* *0

* * 4
2 1

2

1

2

, ,

ln
8

i i

i

x

x t x t









 

  
 




, (18) 

так как имеет место: *
*

x
y

L
 , 

2

1
2 2

L
b

 


  , 

0

2



 , 1

0

1
b L



 
   и 

1

0

1
2 2b y x



 
   

Определения   с помощью формулы 

(16) осуществляется методом подбора на 

ЭВМ значения параметра *

1b  из условия сов-

падения значения левой и вычисленной по 

исходным данным правой части, т.е.: 

   
4 2

* * 2

* * 4 1

1

, , / 8i i

i

y t y t 



   
  . 

Из соотношения * 2

1 / 2b L   находим 

значение коэффициента температуропровод-

ности   на глубине *x x , который равен: 
2

*

*

0 1

L

b






 
  

 
. (19) 

С использованием среднеинтегрально-

го решения (9) можно также находить коэф-

фициент температуропроводности  , экспе-

риментальной основой которого являются 

данные по температуре в почвенном слое 

[0,L], то есть   it , а также T1. 

В данном случае подбор значения па-

раметра 
*

1b осуществляется по формулам, ко-

торые соответствуют граничным условиям 

(5) и (6) соответственно: 
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   
   

1

4
2

4
1 11

2 2

1 1

cos

8

i i

i

b

t t
b b

b e





    




 ch
. (20) 

   

   

   

4
2

4

1

2

1

2 2

1 1

22

1 1 1

8

2 sin 2
.

2 2 cos 2

i i

i

t t

b b

b b b





   







  



sh

ch

 (21) 

В отличие от ранее разработанных ме-

тодов (Микайылов, Шеин, 2010), здесь для 

определения коэффициента температуропро-

водности   требуется знать заранее распре-

деление температуры  *, iy t  по времени в 

почвенном слое  0, L  на произвольной без-

размерной глубине * /y x L  и ( )it  для 

восьми моментов времени, которое позволя-

ет с более высокой точностью определить 

параметр   по формуле (18)- (21).  

Параметры температуры поверхно-

сти почвы. Для определения параметров по-

верхности почвы в (2) приняли одну и две 

гармоники. По результатам измерений с по-

мощью метода наименьших квадратов были 

найдены параметры распределения темпера-

туры поверхности исследуемых почв. Пред-

варительные результаты расчетов и сравне-

ния их с экспериментальными данными по-

казывают, что введение второй гармоники 

позволяет с более высокой точностью уста-

новить параметры распределения температу-

ры на поверхности почвы. В дальнейшем 

планируется более подробное исследование 

применения данного метода для расчета 

температурного режима почв, определения 

теплофизических параметров и характери-

стик (коэффициента температуропроводно-

сти почв и его зависимости от влажности). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На основе исследования модели пере-

носа тепла в почве с учетом динамики гра-

ничных условий на поверхности, описывае-

мых двумя гармониками, были получены то-

чечные и среднеинтегральные решения, а 

также предложены теоретические основы 

методов определения коэффициента темпе-

ратуропроводности почвы. 

В дальнейшем планируется осуще-

ствить экспериментальную проверку адек-

ватности предложенных методик и их срав-

нение с существующими методами. 

ПРИЛОЖЕНИЕ (APPENDIX). 

Используя решение (5) для m=2, сначала для произвольной безразмерной глубины y  и вре-

мени 0 /8it i    следует написать следующие восемь уравнений: 

       0 1 1 1 2 2 2, , cos , cos , 1,8
4 2

iy t y b i y b i i
 

 
   

            
   

 

     

     

1 0 1 1 1 2 2 2

0 1 1 1 2 2 2

1: , , cos 1 , cos 1
4 2

, cos , sin
4

i y t y b y b

y b y b

 
 


 

   
              

   

 
       

 

 

     

       

2 0 1 1 1 2 2 2

0 1 1 1 2 2 2

2 : , , cos 2 , cos 2
4 2

, sin , cos

i y t y b y b

y b y b

 
 

 

   
              

   

     

 

     

     

3 0 1 1 1 2 2 2

0 1 1 1 2 2 2

3 : , , cos 3 , cos 3
4 2

, sin , sin
4

i y t y b y b

y b y b

 
 


 

   
              

   

 
       

 

 

     

       

4 0 1 1 1 2 2 2

0 1 1 1 2 2 2

4 : , , cos 4 , cos 4
4 2

, cos , cos

i y t y b y b

y b y b

 
 

 

   
              

   

     
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     

     

5 0 1 1 1 2 2 2

0 1 1 1 2 2 2

5 : , , cos 5 , cos 5
4 2

, cos , sin
4

i y t y b y b

y b y b

 
 


 

   
              

   

 
       

 

 

     

       

6 0 1 1 1 2 2 2

0 1 1 1 2 2 2

6 : , , cos 6 , cos 6
4 2

, sin , cos

i y t y b y b

y b y b

 
 

 

   
              

   

     

 

     

     

7 0 1 1 1 2 2 2

0 1 1 1 2 2 2

7 : , , cos 7 , cos 7
4 2

, sin , sin
4

i y t y b y b

y b y b

 
 


 

   
              

   

 
       

 

 

     

       

8 0 1 1 1 2 2 2

0 1 1 1 2 2 2

8 : , , cos 8 , cos 8
4 2

, cos , cos

i y t y b y b

y b y b

 
 

 

   
              

   

     

 

Вычитая    4, ,i iy t y t    для 1,2,3,4i  , получим: 

1.        1 1 5 5 1 1 1, , 2 , cos / 4y t y t y b         

2.        2 1 6 5 1 1 1, , 2 , siny t y t y b        

3.        3 1 7 5 1 1 1, , 2 , sin / 4y t y t y b          

4.        4 1 8 5 1 1 1, , 2 , cosy t y t y b       ,  

а также, складывая значения их квадратов, имеем: 

         

     

     

 

4
2 2 22 2

4 1 1 1 1 1 1

1

2 22 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2

1 1

, , 4 , cos 4 , sin
4

4 , sin 4 , cos
4

4 , cos sin sin cos
4 4

4 ,

i i

i

y t y t y b y b

y b y b

y b

y b


 


 

 
   





 
                    

 

 
              

 

    
             

    

   



   
2

1 11 1 8 ,y b    

     
4

2 2

4 1 1

1

, , 8 ,i i

i

y t y t y b



       
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